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PROGRAMME DE LANGLANDS EN BREF
IGOR NIKOLAEV1
Abstract. This is a credit mini-course in French prepared for a Summer
School at the University of Sherbrooke. The course consists of three one-and-
half hour lectures and three credit exercises for a class of advanced graduate
students.
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2 I.NIKOLAEV
1. Expose´ 1: Programme de Langlands en bref
1.1. Grand The´ore`me de Fermat. Proble`me: Comment trouver des solutions
a` l’e´quation:
Xn + Y n = Zn (1.1)
ou n ∈ Z et n ≥ 2?
Si X, Y, Z ∈ C sont nombres complexes , c’est e´vident:
(X, Y, n
√
Xn + Y n). (1.2)
Supposons qu’on cherche solution en corps des nombres rationnels Q. Alors,
ce n’est pas trivial. (La racine d’un nombre entier n’est pas toujours un nombre
entier!)
The´ore`me 1.1. (Grand The´ore`me de Pierre de Fermat, 1601 – 1665) Si
n ≥ 3 alors il n’y a pas de solutions de (1.1) en nombre entier (X, Y, Z) sauf
trivial XY Z = 0.
Proof. (En bref: G. Frey, R. Taylor, K. Ribet et A. Wiles) Conside´rons la
courbe e´lliptique E (va eˆtre explique´) donne par e´quation homoge`ne:
E : Y 2Z = X(X − apZ)(X + bpZ) (1.3)
telle que:
ap − bp = cp, (1.4)
ou a, b, c ∈ Z et p est un nombre premier. Alors (G. Frey) E n’est pas une
courbe modulaire (va eˆtre explique´). Alors,
ap − bp 6= cp (1.5)
et Grand The´ore`me de Fermat est prouve´! 
1.2. Analyse: Groupe modulaire, formes modulaires, etc. Formes modu-
laires sont une ge´ne´ralisation des fonctions pe´riodiques.
Exemple 1.2. Fonction pe´riodique:
(i) sin(x+ 2pi) = sin x, ∀x ∈ C
(ii) e(2pi+x)i = eix, ∀x ∈ R.
De´finition 1.3. Groupe modulaire:
SL2(Z) = {
(
a b
c d
)
| a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1}. (1.6)
Exercice 1.4. Ve´rifier que SL2(Z) est un groupe multiplicatif; trouver l’unite´ et
l’inverse!
De´finition 1.5. Groupe de congruence :
Γ0(N) = {
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod N}, (1.7)
ou N ≥ 1 est un nombre entier.
Exercice 1.6. Prouver que Γ0(N) est un groupe multiplicatif!
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Si H := {z ∈ C | ℑ (z) > 0} est un demi-plan hyperbolique, alors SL2(Z) agit
sur H par formule:
z 7→ az + b
cz + d
,
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z). (1.8)
Le sous-groupe Γ0(N) ⊂ SL2(Z) agit sur H et l’espace X0(N) := H/Γ0(N) est
une surface de Riemann du genre g ≥ 0.
Exemple 1.7. Chaque N de´finit le genre g de X0(N); par example:
(i) si N = 2, dont X0(2) est un sphe`re, i.e. g = 0;
(ii) si N = 11, dont X0(11) est un tore, i.e. g = 1.
De´finition 1.8. Une fonction automorphe sur H par rapport au groupe Γ0(N)
est une fonction analytique f : H→ C telle que:
f
(
az + b
cz + d
)
= f(z), ∀z ∈ H, ∀
(
a b
c d
)
∈ Γ0(N). (1.9)
Une forme modulaire de poids e´gale a` 2 est fonction f : H→ C telle que:
f
(
az + b
cz + d
)
= (cz + d)2f(z), ∀z ∈ H, ∀
(
a b
c d
)
∈ Γ0(N). (1.10)
1.3. Arithme´tique: Courbes e´lliptiques, points rationnels, etc.
De´finition 1.9. Une courbe e´lliptique est un cubique de forme:
y2 = x(x− 1)(x− λ), λ ∈ C. (1.11)
Exemple 1.10. Si λ ∈ R, alors on peut faire une image graphique, telle que
montre´ a` la Figure 1.
Figure 1. Cubique affine y2 = x(x− 1)(x+ 1).
Exemple 1.11. (Weierstrass) Si λ ∈ C, alors la courbe e´lliptique est une
surface de Riemann du genre g = 1, i.e. un tore compex.
De´finition 1.12. Si λ ∈ Q alors la courbe (1.11) s’appelle rationnelle. Notation:
E(Q).
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1.4. Conjecture de Shimura-Taniyama.
The´ore`me 1.13. (Ex-conjecture de Shimura-Taniyama) Pour chaque courbe
e´lliptique rationnelle E(Q), il existe un nombre entier N > 1, tel qu’il y a une
application holomorphe entre deux surfaces de Riemann:
X0(N)→ E(Q). (1.12)
De´finition 1.14. Si E(Q) satisfait la condition (1.12) alors E(Q) s’appelle mod-
ulaire.
Corollaire 1.15. (A. Wiles) Si une courbe e´lliptique est rationnelle, alors telle
courbe est modulaire.
Comment peut on prouver le Grand The´ore`me de Fermat en utilisant le Corol-
laire 1.15?
The´ore`me 1.16. (Grand The´ore`me de Fermat) Si n ≥ 3 alors il n’y a pas
de solution de (1.1) en nombre entier (X, Y, Z) sauf trivial XY Z = 0.
Proof. Supposons ap − bp = cp est une solution non-triviale pour un nombre
premier p > 2. Conside´rons la courbe e´lliptique rationnelle E(Q) de forme:
Y 2Z = X(X − apZ)(X + bpZ). (1.13)
Un argument de re´duction modulo p ame`ne a` conclusion que E(Q) n’est jamais
modulaire. C’est une contradiction avec le Corollaire 1.15 !
Donc, ap − bp 6= cp 
1.5. Quel est le Programme de Langlands? Robert Langlands, ne´ en Colom-
bie Britannique, professeur a` l’Universite´ Princeton (Institute of Advanced Stud-
ies).
Remarque 1.17. Demi-plan hyperbolique H est une espace homoge`ne du groupe
de Lie SL2(R).
Exercice 1.18. Prouver que
H ∼= SL2(R)/SO2(R), (1.14)
i.e. H est une espace homoge`ne. (Conseil: Ve´rifier que chaque z ∈ H est un point
fixe de SO2(R) et choisi z = i.)
Donc, nous avons une application holomorphe:
Γ0(N)\SL2(R)/SO2(R)︸ ︷︷ ︸
groupes de Lie
−→ E(Q)︸ ︷︷ ︸
arithmetique
. (1.15)
Programme de Langlands en bref.
Motive´ par (1.15), trouver les liasons entre:
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The`orie des
re´pre´sentations
des groupes de Lie
(comme SL2(R))
↔
The`orie des nom-
bres et arithme´tique
(comme E(Q) et
Grand The´ore`me de
Fermat)
A` quoi c¸a sert?
Par exemple, pour prouver le Grande The´ore`me de Fermat! (parmi d’autre
choses)
Dans Expose´ 2 et 3 on va detailler le Programme de Langlands.
2. Expose´ 2: Analyse des Formes Modulaires
2.1. Fonctions automorphes. Fonctions automorphes sont une ge´ne´ralisation
des fonctions pe´riodiques.
Exemple 2.1. Fonction pe´riodique:
(i) sin(x+ 2pi) = sin x, ∀x ∈ C
(ii) e(2pi+x)i = eix, ∀x ∈ R.
De´finition 2.2. Une fonction automorphe sur H par rapport au groupe SL2(Z)
est une fonction analytique f : H→ C, telle que:
f
(
az + b
cz + d
)
= f(z), ∀z ∈ H, ∀
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z). (2.1)
2.2. Formes modulaires de poids 2k.
De´finition 2.3. Une forme modulaire de poids 2k par rapport au groupe Γ0(N)
est une fonction holomorphe f : H→ C telle que:
f
(
az + b
cz + d
)
= (cz + d)2kf(z), ∀z ∈ H, ∀
(
a b
c d
)
∈ Γ0(N). (2.2)
Remarque 2.4. Chaque forme modulaire de poids 2k correspond a` k-forme holo-
morphe sur la surface de Riemann X0(N). Particulie`rement, si k = 1 on a une
bijection entre formes modulaires de poids 2 et diffe´rentielles holomorphes sur
X0(N).
2.3. Points paraboliques du groupe Γ0(N).
De´finition 2.5. Point x ∈ ∂H (le “absolu” de demi-plan H) est point parabolique
du groupe Γ0(N) s’il existe α ∈ Γ0(N) telle que α(x) = x est un point unique
fixe´ par α.
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Exemple 2.6.
ax+ b
cx+ d
= x ⇐⇒ cx2 + (d− a)x− b = 0,
x1,2 =
a− d±√(d− a)2 + 4bc
2c
=
a− d±√(a+ d)2 − 4(ad− bc)
2c
=
=
a− d±
√
(a + d)2 − 4
2c
.
Mais on a x1 = x2 = x, donc |a + d| = 2 et x = a−d2c ∈ ∂H est un point unique
fixe´ de transformation:
α =
(
a b
c −a± 2
)
∈ Γ0(N).
Particulie`rement, points parabioliques du groupe Γ0(N) sont points rationnelles
de l’absolu ∂H.
Pourquoi les points parabolique sont importantes?
Conside´rons la surface de Riemann:
X0(N) = H/Γ0(N). (2.3)
Orbites du groupe Γ0(N) ont un “de´fait” en point parabolique x, donc la surface
de Riemann X0(N) a un “bec” en x !
2.4. Formes modulaire paraboliques. Supposons que f(z) est une forme mod-
ulaire de poids 2 pour le groupe Γ0(N), i.e.
f
(
az + b
cz + d
)
= (cz + d)2f(z), ∀z ∈ H, ∀
(
a b
c d
)
∈ Γ0(N). (2.4)
De´finition 2.7. Si f(x) = 0 en chaque point parabolique x ∈ ∂H de groupe
Γ0(N), alors f(z) s’appelle une forme modulaire parabolique. L’espace de toutes
les formes paraboliques est note´e par S2(Γ0(N)). (En allemand “Spitzform” sig-
nifie forme parabolique).
Pourquoi les formes modulaires paraboliques sont importantes?
Selon la Remarque 2.4, chaque f(z) ∈ S2(Γ0(N)) correspond a` la diffe´rentielle
holomorphe ω = f(z)dz de la surface de Riemann X0(N). Donc les zeros de
ω coincident avec les “becs” de X0(N). (Il y a toujours un nombre fini de tel
“becs”.) Aussi certains formes f(z) ∈ S2(Γ0(N)) ont une se´rie de Fourier tre`s
interessante, voir le prochain paragraphe!
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2.5. Se´rie de Fourier des formes modulaires paraboliques. Si f(z) ∈
S2(Γ0(N)), alors f(x) = 0 si et seulement si x ∈ ∂H est un point parabolique de
Γ0(N). On va introduire une variable
q = e2piiz . (2.5)
De´finition 2.8. Se´rie de Fourier de forme modulaire parabolique f(z) ∈ S2(Γ0(N))
est une se´rie:
f(z) =
n=∞∑
n=−∞
cnq
n. (2.6)
Remarque 2.9. Les coe´fficients cn sont tre`s sensible du point de vue “d’arithmetique”
de certaines formes modulaires paraboliques f(z) ∈ S2(Γ0(N)).
Exemple 2.10. (j-invarinate de F. Klein) Chaque courbe e´lliptique posse`de
une j-invariante qu’est constante de classe d’isomorphisme de courbe e´lliptique.
Le j-invariante est une forme modulaire parabolique (!) avec une se´rie de Fourier:
j(z) =
1
q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + . . . (2.7)
Petit miracle: les coe´fficients cn de j(z) sont connecte´s a` l’ordre des groupes finis
simples (“sporadiques”) !
2.6. L-se´rie de formes modulaires paraboliques.
De´finition 2.11. Si f(z) ∈ S2(Γ0(N)) et f(z) =
∑n=∞
n=−∞ cnq
n, alors le se´rie
convergente
L(s, f) :=
∞∑
n=1
cn
ns
(2.8)
s’appelle L-se´rie de forme modulaire parabolique.
Remarque 2.12. La se´rie L(s, f) est une ge´ne´ralisation de la fonction zeta de
Riemann:
ζ(s) =
∞∑
n=1
1
ns
. (2.9)
3. Expose´ 3: Arithme´tique des courbes e´lliptiques rationnelles
3.1. Courbes e´lliptiques rationnelles.
De´finition 3.1. Une courbe e´lliptique rationnelle est un cubique de forme:
E(Q) := {X, Y, Z ∈ CP 2 | Y 2Z = X(X − Z)(X − λZ), λ ∈ Q}. (3.1)
Points rationnelles de E(Q) sont les triplets (X, Y, Z) tels que X, Y, Z ∈ Q sont
en corps de nombres rationnelles.
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3.2. Rappel des corps finis.
Exercice 3.2. Donnez au moins 4 exemples diffe´rents de corps de characte´ristique
zero. Aide: La characte´ristique de corps F est le nombre minimale n telle que
nx := x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n fois
= 0 (3.2)
pour chaque x ∈ F . Si n n’existe pas, alors char (F ) := 0.
Exemple 3.3. Si p est un nombre premier p ≥ 2, alors le corps avec nombres
finis des e´le´ments Fp a la characte´ristique char (Fp) = p. Preuve:
px := x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
p fois
= 0 mod p, ∀x ∈ Fp. (3.3)
3.3. Re´duction de E(Q) modulo p.
Remarque 3.4. Si (X, Y, Z) est un point rationnel de la courbe elliptique E(Q),
alors (X, Y, Z) sont aussi un point de courbe elliptique re´duite E(Q) mod p, i.e.
solution d’e´quation:
Y 2Z = X(X − Z)(X − λZ) mod p. (3.4)
De´finition 3.5. La courbe e´lliptique E(Fp) de´finie par l’e´quation (3.4) s’appelle
re´duction de E(Q) modulo p.
Remarque 3.6. Le nombre de solutions de (3.4) est toujours fini, i.e.
|E(Fp)| <∞. (3.5)
3.4. Fonction zeta de E(Fp).
De´finition 3.7. La fonction zeta de la courbe e´lliptique E(Fp) est
Z(u,E(Fp)) = exp
(
∞∑
n=1
|E(Fpn)|
n
un
)
, (3.6)
ou Fpn est une extension de degre´ n de corps Fp.
Remarque 3.8. C’est pas difficile de prouver (en utilisant formule des traces de
Lefschetz) que Z(u,E(Fp)) est toujours convergente et:
Z(u,E(Fp)) =
1
1− apu+ pu2 , (3.7)
ou` ap = p+ 1− |E(Fp)|.
3.5. L-fonction de E(Q).
De´finition 3.9. Par L-fonction de E(Q) on comprend le produit infini:
L(s, E(Q)) =
∏
p
Z(p−s, E(Fp)) =
∏
p
1
1− app−s + p1−2s . (3.8)
Remarque 3.10. (Birch et Swinnerton-Dyer) La L-fonction de E(Q) engendre
“toute” information arithme´tique a` pro´pos de la courbe elliptique rationnelle
E(Q). Par exemple, l’ordre de ze´ro au point s = 1 est egal au rang de E(Q)
(Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer).
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3.6. The´ore`me d’Eichler-Shimura. Nous savons qu’ il existe une application
holomorphe:
X0(N) −→ E(Q). (3.9)
D’autre part, il y a une L-fonction L(f, s) attache´e a` la forme modulaire parabolique
f(z) ∈ S2(Γ0(N)) sur surface de Riemann X0(N). Selon (3.9), on peut se de-
mander comment L(f, s) est lie´e a` la L-fonction L(E(Q), s) attache´e a` la courbe
elliptique rationnelle E(Q) ?
The´ore`me 3.11. (Eichler et Shimura) Pour N > 1 il existe une forme mod-
ulaire parabolique f(z) ∈ S2(Γ0(N)) et une courbe e´lliptique rationnelle E(Q),
telle que:
L(f, s) ≡ L(E(Q), s). (3.10)
Remarque 3.12. La forme modulaire parabolique f en e´quation (3.10) s’appelle
Hecke eigenform; telle forme est unique et invariante par rapport a` l’alge`bre
d’ope´rateur de Hecke.
3.7. L-fonctions automorphes et motiviques.
De´finition 3.13. La L-fonction L(f, s) s’appelle automorphe, car il provient des
formes modulaires paraboliques attache´es a` l’espace homoge`ne du groupe de Lie
SL2(R).
De´finition 3.14. La L-fonction L(E(Q), s) s’appelle motivique, car il provient
de formules de trace de Lefschets attache´es a` la cohomologie motivique pour la
varie´te´ E(Q); voir Alexandre Grothendieck.
3.8. Conjectures de Langlands. La formule (3.10) peut eˆtre ge´ne´ralise´ a` varie´te´s
arithme´tiques arbitraires. Une des conjectures de Robert P. Langlands est une
ge´ne´ralisation profonde a` ce sujet.
Conjecture 3.15. (R. P. Langlands) Chaque L-fonction motivique est e´gale
au produit de L-fonctions automorphes pour certains groupes de Lie (appelle´s
algebrique reductif).
Exercice 3.16. Prouver 3.15 !!!
Re´merciement. Je re´mercie Ibrahim Assem pour son invitation a` participer a`
l’E´cole d’E´te´ a` l’Universite´ de Sherbrooke.
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